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Uvod

¢ Linearna i kvadratna aproksimacij (i Taylorov red) sluze,
izmedu ostalog, za priblizno ralunanje vrijednosti funkcije.

¢ Uz to, gledamo kako se promijeni vrijednost funkcije f(x, y)
ako se prva varijabla promijeni od xg do xg + AAx, a druga
varijabla od yp do yp + Ay.

2/14



Linearna aproksimacija

Linearna aproksimacija funkcije jedne varijable u tocki
x =x0+ Ax je

f(xo + Ax) = f(x0) + f'(x0)Ax, tj.
f(x) =~ f(xo) + f'(x0)(x — x0)-
Linearna aproksimacija funkcije dvije varijable u to¢ki (x,y),

x=xo+Ax,y=y+ Ay je

of of
f(xo + Ax, y0 + Ay) = f(x0,¥0) + a(Xo,YO)AX + @(XO,YO)A%

.

of of
f(x,y) =~ f(x0,¥0) + a*X(XO-/YO)(X — Xp) + @(Xoa)/o)(y — Y0)-

Vidimo da ova formula uzima u obzir promjenu i po x i po y.
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Primjer 1
Odredite linearnu aproksimaciju funkcije
fx,y) = V6—x>—y?

u to¢kama (0.9,2.1) i (1.2,0.95).
Primjer 2

Izralunajte priblizno duljinu dijagonale pravokutnika sa stranicama
a=3.15i b=3.9.
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Primjer 3 - Linearna aproksimacija funkcije tri varijable
Izralunajte priblizno udaljenost totke (3.2,5.8,6.1) od ishodista.

Udaljenost tocke (x, y, z) od ishodista
d=+\/x2+4 y2+ 22 = f(x,y,z) = V/x2+y?+ 22.
Linearna aproksimacija:

of
f(x,y,z) =~ f(x0, 0, 20) + a(xo,)/o,zo)(x —X0)
+ g;(XanOaZO)(y - .yO)

of
+ E(Xo,)/o, 20)(z — z0)
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Geometrijska interpretacija linearne aproksimacije
Za funkciju jedne varijable linearna aproksimacija

f(x) =~ f(x0) + ' (x0)(x — x0)
intrerpretira se kao pravac
y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

koji je tangenta na graf funkcije f u toZki (xo, f(x0))-

Za funkciju dvije varijable linearna aproksimacija

of of
f(x,y) = f(x0,¥0) + a(Xo,yo)(X — X0) + @(Xo,yo)(y - ¥0)

intrerpretira se kao ravnina

of of

z = f(x0,0) + a*X(Xo,)/o)(X —x0) + a*y(xoa)/o)(y - 0)-
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Tangencijalna ravnina
Opdi oblik jednadzbe ravnine:

ax + by + cz=d.

JednadZba tangencijalne ravnine na graf funkcije f u tocki
(XO’y07 ZO) gIaSi

of of

a(Xo,)/o)(X —x0) + @(X(Ly())(y —¥)—(z—2)=0.

Primjer 4
Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine na graf funkcije
f(x,y) = 2x + /x2 + 3y2

u toZki (1,-1,f(1,—1)).
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Implicitno zadana funkcija

Ako je funkcija f zadana u obliku f(x,y)="---,
npr. f(x,y) =2x+5y + xy,

kaZzemo da je f zadana eksplicitno. U protivhom, f je zadana
implicitno,

npr. x + y? 42y + f2(x,y) = 0.

Implicitno zadana funkcija ima oblik

F(x,y,f(x,y)) =0.

Definiramo novu varijablu z = f(x, y) i piemo F(x,y,z) =0.
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Tangencijalna ravnina na implicitno zadanu funkciju

JednadZba tangencijalne ravnine na graf implicitno zadane funkcije
f u toZki (xo, Y0, 20) glasi

OF OF OF
a(Xo, Y0, Zo)(X—Xo)+@(Xo, Y0, Zo)(y—YO)JFE(Xo,Ym 20)(z—2) = 0.

Primjer 5
Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine na graf funkcije
X+y* 42y + f(x,y) =0

u totki (—4,1, f(—4,1)) ako je f(—4,1) > 0.
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Veza jednadzbi za eksplicitno i implicitno zadanu funkciju

Svaku eksplicitno zadanu funkciju mozemo shvatiti kao implicitnu.

Iz z = f(x,y) imamo f(x,y) —z =0, tj.

F(x,y,z) =f(x,y) — z.
Onda je
OF
E(XOaYOsz) =-1

pa se jednadzba tangente za implicitno zadanu funkciju svodi na
jednadZbu tangente za eksplicitnu.
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Diferencijal

Za funkciju jedne varijable definiramo
® prirast u x
—  Af(x) = f(x + Ax) — f(x),
® pribliZni prirast u x
—  Af(x) = f'(x)Ax,
e diferencijal u x
— df(x) = f'(x)dx.

Analogno, za funkciju dvije varijable definiramo
® prirast u (x,y)
—  Af(x,y) =f(x+ Lx,y + Ay) — f(x,y),
e priblizni prirast u (x,y)
S AF(y) ~ Loy ax+ 2 L (x,y)0y,
e diferencijal u (x, y)
—  df(x,y) = %(X,y)dx + g—;(x,y)dy
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Primjer 6

Izrakunajte diferencijal funkcije f(x,y) = In(2x + /x%2 4+ 3y?) u
totki (1,1).

Primjer 7

Izralunajte priblizni prirast udaljenosti totke (4, 3) od ishodidta ako
joj se prva koordinata poveca za 0.1, a druga smanji za 0.05.
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Kvadratna aproksimacija
Kvadratna aproksimacija funkcije jedne varijable u to&ki
X =xg+ Ax je

1
f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(x — x0) + Ef”(xo)(x — x0)>.
Kvadratna aproksimacija funkcije dvije varijable u toZki (x, y),
x=x0+ A0x,y =y + Ay je
f
f(x,y) = f(x0,¥0) + g)i(XOaYO)(X — o) + gy(xo,)/o)(y — Yo)+

O*f (x —x0)? | O*f (v — y0)?
+ @(Xoﬂo)# + 87}/2()(07}/0)#—1_

+ P o) (x = 50)(y — 0)
(9x8y X0, Yo)\X — Xo)\Y — Y0)-

Primjer 8

Odredite kvadratnu aproksimaciju funkcije f(x,y) =6 — x?> — y? u
totki (0.9,2.1)
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Zadatci

1. Koristeéi linearnu aproksimaciju izrazéunajte pribliznu
vrijednost funkcije f(x,y) = arctg”- u toZki (—0.99,1.03).

2. Koristedi linearnu aproksimaciju izraéunajte pribliznu
vrijednost funkcije f(x,y) = /4xy + 4 u totki (1.1,1.1).

3. Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine na graf funkcije
f(x,y) = xe”" > u totki (4,2).

4. lzratunajte priblizni prirast funkcije f(x,y) = In(x? 4+ 2y) ako
je (x0,y0) = (3,4), Ax =0.01, Ay = —0.04.
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